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  In this paper, complex eigenvalues of a whispering gallery mode on a spherical dielectric resonator for a 
solar battery have been found out. A new idea for calculation of the Bessel functions of fractional order 
(spherical Bessel functions) is introduced to solve the eigenvalue equation. The real part of the eigenvalue 
means resonance mode number of the whispering gallery mode. The imaginary part of the eigenvalue means an 
attenuation consitant based on radiation loss. First, we obtain the real part of the eigenvalue by the conventional 
method. Second, the imaginary part is obtained by a new method that is deduced from a uniform asymptotic 
expansion of the Bessel function. As the result of our study, we can ﬁnd that the attenuation constant of the 
spherical resonator composed of lossless materials is extremely small. Finally, we will apply this method to 
improve an efﬁciency of a spherical solar battery.
1．まえがき
東日本大震災及び大津波により，東京電力福島原子力発電所は完全にメルトダウンを起こし，高い
レベルの放射能線量を発散させてしまった．それに伴い今後の電力量の確保が大きな社会問題となっ
ている．そして原子力発電で賄ってきた電力を再生可能エネルギーで代替しようとする動きがある．
この再生可能エネルギーのひとつに太陽光発電がある．太陽光発電のエネルギー変換効率は10数％
程度で，二酸化炭素排出量は火力発電のそれに比べ1/10以下で，環境にやさしい発電方法のひとつで
あるが，効率が低くこのままでは大規模な普及はなかなか難しいと思われる．
そこで本研究ではエネルギー変換効率の向上を目指し，従来の平板状の太陽光発電装置ではなく，
小さな球状をした発電素子からなる球状太陽電池を考えた．この太陽電池はあらゆる方向から入射す
る光を利用するため効率が高く，強度や耐久性に優れている．
さらにこの太陽電池同士は自由自在に接続でき，特殊な樹脂に封止すればシースルー性とフレキシ
ブル性を備えた太陽電池にもなり，多様な形状にモジュール化できる．更に個々の素子を直列に接続
することにより高い電圧を得ることも可能である（1）．
今回，この発電素子をひとつを誘電体球状共振器とみなし，その共振特性を明らかにするとともに，
共振器の無負荷Q値や誘電体損や放射損を明らかにしている．
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従来から本論文の著者の一部はすでに誘電体球状共振器内に生起するウィスパリングギャラリモー
ドの固有値方程式の算出に成功し（2），ミリ波帯での複素比誘電率の算定に応用し，数々の成果を挙
げてきた（3）．そこで，今回はこの発電素子にも従来からの解析法を適用して共振特性を明らかにし
ようとするものである．適用する周波数帯域は，ミリ波よりも数段周波数の高い光波（波長にして1.5
μm程度）の領域である．したがって，球の半径は非常に小さくなり，固有値方程式に含まれる球ベッ
セル関数の次数は1万以上になり新たな球ベッセル関数の計算方法が必要となる．本論文では第1種，
及び2種のエアリー関数を用いた近似公式を導入している．このことにより固有値方程式が数秒の計
算時間で解けるようになった．このとき数値計算ソフトMATHEMATICAを使用した．一方，同じ
MATHEMATICAを用いて，その中にある組み込み関数を用いて固有値方程式の解法を試みたが，12
時間程ノート型パソコンを稼動させたが解法出来なかった．このように球ベッセル関数の次数が1万
程度になると，固有値方程式の解法が非常に困難になり，その解法の成否は球ベッセル関数の計算方
法に依存することになる．
本研究では，最初は無損失の誘電体材料からなる単層球の損失を考える．一般的にウィスパリング
ギャラリモードの損失は，誘電体材料の損失に基づく誘電体損と放射による放射損の和として表され
る．無損失の材料を用いている場合は，放射損のみとなり損失は非常に小さいものと考えられる（3）．
したがって，この場合の共振器の無負荷Q値は天文学的に大きな値となると思われる．さらに本稿の
後半では，損失のある材料から成る単層球の無負荷Q値についても言及している．
2．解析
図１に示すような球状シリコンと空気から成る単層の誘電体
球状共振器を考える．
実際の発電素子においてはこのシリコン層はP型半導体とし
て働く．現在のところシリコンの屈折率n1の実数部の値は3.2で，
虚数部は0とする．したがって，誘電正接による損失は0であり，
考慮されるべき損失は放射によるものだけである．また，外側
の空気層の屈折率はn2でその値は1である．さらに球の半径
a=0.9mmである．
すでに報告したように（2）誘電体球状共振器に生起するウィス
パリングギャラリモードにはTEモードとTMモードがある．前者のモードは電界の半径方向成分が
ないモードで，後者は磁界の半径方向成分がないモードである．本論文ではTEモードの放射による
損失を近似的に算出する．（TMモードについても，固有値方程式は異なるが同様な手法で算出可能
である．）
最初にTEモードの固有値方程式であるが，式（1）のように与えられる（2）．
………(1)
この式で は次数νの球ベッセル関数で， は次数νの第2種球ハンケル関数と呼ばれるも
ので，球ベッセル関数と球ノイマン関数を使って（2）式のように与えられる．
Fig. 1 spherical dielectric resonator
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
n1=3.2-j0
n2=1O
a=0.9mm 
Fig. 1 spherical dielectric 
 resonator 
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………(2)
また，k0は自由空間中を伝播する平面波の伝播定数である．
前述したようにシリコン層の屈折率はn1=3.2-j0で無損失である．外側は空気と考えている．また球
の半径はa=0.9mmで波長1.5μm程度の光波で励振する場合の共振特性を2段階に分けて明らかにする．
すなわち，球ベッセル関数の複素次数ν＝β－ jαを求める．ここでβは誘電体球上に生起するウィス
パリングギャラリモードの周方向伝播定数でこの値が整数時に共振現象が起きる．またαは正で損失
に関係する減衰定数を表す．
複素次数（複素固有値）νの算出は下記に述べる2つの手順に従う．
ステップ1（βの算出）
β＞＞αゆえα＝0として第一次近似としてのν（実数解）を求める．
屈折率n1が実数ゆえ，νを実数と考えると式（1）の右辺は実数となる．左辺は複素数であるが，ν＞
＞koaであるため が成り立つので，式（2）よりステップ1の段階での固有値方程式
は近似的に（3）式となる．
………(3)
この式を解法するにあたり波長λを1.5μm近傍で少し変化させて，右辺と左辺が等しくなるように
Re(ν)の整数解を数式ソフトMATHEMATICAを用いて探す．その結果Re(ν) = β = 11633を得た．その
ときの光の波長は1.55μmであった．このことにより半径0.9mmのシリコン単層球には，共振次数（進
行波の数）11633のウィスパリングギャラリモードが生起していることが分かる． 
ちなみに固有値方程式（3）式を直接，MATHEMATICAの組み込み関数球ベッセル関数を用いて解
法しようとすると非常に長い時間を必要とした．（12時間ほど稼動させたが求める結果を得ることが
出来なかった．）そこで本研究では，球ベッセル関数等の計算方法に関して以下に述べるような近似
による計算を行った（4）．
（近似といっても，MATHEMATICAに組み込まれている球ベッセル関数から得られる値と比較して
も有効数字28桁程度まで一致している．）
ベッセル関数（球ベッセル関数ではない）の一様漸近展開（Uniform Asymptotic Expansions ）では，そ
の展開係数はでデバイの漸近展開（Debye’s Asymptotic Expansions）等のそれに比べより複雑になるが
非常に有力な近似方法である．ただし，この近似方法は ベッセル関数の次数が非常に大きい場合に
適用される．
………(4)
………(5)
式 (4),(5)において はそれぞれ第1種及び第2種Airy関数と呼ばれ，次の微分方程式の基
本解である．
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また， はそれぞれ のxに関する微分を表す．
さらに式 (4),(5)中の 等は次式で与えられる．
また， は次のように与えられる．
但し， である．
さらに は次のように与えられる．ただし である． 
は次式で与えられる．
以上の近似式はベッセル関数とノイマン関数に関するものであったが，これらを用いると球ベッセ
ル関数と球ノイマン関数は次のように与えられる．
本論文では，以上の近似計算法を用いて，βの算出を行った．
ステップ2（αの算出）
次にν＝β－ jαとしてαを次のようにして求める．但しβはステップ1で求められた整数解（11633）
を使用する．
固有値方程式（1）における球円筒関数の次数が整数から複素数になった場合は，球円筒関数はテー
ラー展開により近似的に次のように表される．（第1種球ベッセル関数を例にする．）
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………(6)
ここでプライム’ は次数νの虚数部での微分を表し本論文では下記の式で表される中間差分の形で
近似的に求められる．（実際の数値差分ではΔ＝10−7としているが，Δ＝10−4程度以下ならばほぼ一定
の値に収斂する．）
………(7)
また，（7）式の右辺の分子は互いに共役複素数となりA1，（7）式の左辺は実数となる．
次に同様の手法を第2種球ハンケル関数に適用する．球ベッセル関数の虚数部の絶対値と球ノイマ
ン関数の虚数部の絶対値を比較すると後者の方がはるかに大きいため， は近似的に純虚数と
なる．
式 (6)の関係を考慮して固有値方程式（1）を書き直し，損失αに関する式を誘導すると次のようにな
る．
………(8)
式（8）の分子の第2種球ハンケル関数を球ベッセルと球ノイマンに分解して考える．
分子＝
となるが，ステップ1の解析で分かるように上式右辺の第2項と第4項は互いに相殺されて分子には
なんら寄与しないことが分かる．よって（8）式の分子は第1項と第3項になる．
以上のことをまとめると放射による損失係数αは次の式で与えられる．
………(9)
実際にこの（9）式を計算してみると（図1に示された定数を用いて）Re(ν)=β＝11633でαは10−8856のオー
ダーで非常に小さな数値となる．これを基にこの誘電体球共振器の無負荷Q値を計算すると108860の
オーダーとなり天文学的な数値になる．因みに でβが2000のときを計算してみると無負荷
Q値は10320のオーダーとなる．
一方，文献（5）によると10400のオーダーになっており，テーラー展開を用いた本方法によると無負
荷Q値は小さく算出されている．
実際のシリコン球は無損失ということはない．（文献（6）の屈折率の一覧表によると，波長1.55μm
近傍ではシリコンの複素屈折率の虚数部は10−7以下である．）そこで複素屈折率の虚数部をどんどん
小さくして行ったときの損失（放射と誘電正接に基づく損失の和）を固有値方程式（1）により計算した．
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その結果を図2に示す．図2は紙面の関係上1
×10−15 ≤ Im(n1) ≤  1×10−9 の範囲で屈折率の虚
数部を変えたとき（実数部は一定）の複素固有
値の虚数部の変化の様子を示している．この図
から減衰係数αと Im(n1)の比は一定で次のよう
な関係式が成り立つ．
………(10)
なお，本研究ではこの範囲以外の点でも減衰係
数を求めているが，Im(n1)＝10−66までは式（10）
が成り立つことを確かめている．
これらの計算はすべて数値計算ソフト
MATHEMATICAを用いて計算を行っている．
得られた減衰係数はほぼすべて誘電正接に基
づく損失であり，その値が大きくなればなるほ
ど比例関係を満足して減衰係数もおおきくな
ることが分かる．また，放射による損失はステップ2の前段で示したように極めて小さいものとなる．
3．結　論
本論文では，再生可能エネルギーとしてその実現が期待されている太陽光発電システムを構成する
発電素子の共振特性を電磁界理論に基づいて解明した．従来の平板タイプの太陽電池のエネルギー変
換効率は10数％程度である．そこで本研究ではエネルギー変換効率の向上を目指し，平板状の太陽
光発電装置ではなく，小さな球状をした発電素子をいろいろな形状の基盤に配置できる太陽光発電装
置を考えた．そしてこの発電素子をひとつの誘電体球状共振器とみなし，その共振特性を明らかにす
るとともに，共振器の無負荷Q値や誘電体損や放射損を明らかにした．
最初に球座標で展開された波動方程式から算出される誘電体球状共振器の固有値方程式の解法につ
いて検討した．光波を研究対象とするため固有値方程式に含まれる，球ベッセル関数や球ハンケル関
数の次数は1万以上になる．従来の球ベッセル関数等の計算方法を用いると，固有値方程式の解法が
非常に困難になるので，本研究では展開係数がやや複雑になるが一様漸近展開法を用いて固有値方程
式を扱った．そして2つの手順を経ることで複素固有値を得ることが出来た．最初は，誘電体球が無
損失である場合の複素固有値の実数部を算出した．次に放射のみによる減衰定数（複素固有値の虚数
部）をテーラー展開法を用いて数値的に求めた．その結果減衰定数は極めて小さく，また無負荷Q値
は天文学的に大きな値となった．
実際に使用する太陽電池においては無損失の誘電体材料はありえないので，具体的に小さな誘電正
接を与えて減衰定数を計算した．その結果，球の屈折率の虚数部と減衰定数にはほぼ比例関係が存在
することが明らかになった．
今後は，実際に光波領域で実験を行い本解析法の有効性を確かめるとともに太陽発電システムのエ
ネルギー変換効率を実験的に測定し，さらなる効率向上に資することを確認していく予定である．
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付　録(*A1)
第1種ベッセル関数のべき級数展開式として次式の公式が知られている（3）．
（7）式の右辺の分子に着目しながら，式（A-1）を見ると，引数Zは実数で次数μが互いに複素共役
になっている．またガンマ関数Γ(Z)には次式のような性質がある．
ここで－は共役複素数を表す．
以上のことより（7）式の右辺の分子は互いに共役複素数となることが分かる．
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